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土的三维破坏准则在颗粒流模型中的应用 

费建波，介玉新，张丙印，傅旭东 
（清华大学 水沙科学与水利水电工程国家重点试验室 三江源协同创新中心，北京 100084） 

 
摘  要：Savage-Hutter(S-H)颗粒流模型用一个只与材料参数相关的土压力系数来描述颗粒流内部的应力状态，不能很好地反

映颗粒体在运动时的本构关系。通过引入颗粒体应力与速度梯度之间的关系，得到了一个能够反映颗粒流本构模型的崩塌动

力学模型。另外，为解除 S-H 模型中对横向应力大小的假定，通过引入 Von Mises、Drucker-Prager、Mohr-Coulomb 和

Matsuoka-Nakai 等土的三维破坏准则，得到了广义摩擦系数的 4 种表达形式。该模型的主要优势是通过引入颗粒流的本构关

系，能较好地体现颗粒流体在运动中的内在机制，并且材料强度参数简单易知。分析了由 Drucker-Prager 准则和 Mohr-Coulomb
准则所得到的材料强度参数，并探讨了广义摩擦系数与应力洛德角等物理量之间的关系。用所建议的模型来模拟颗粒流的运

动过程，并将数值计算与试验结果进行对比，发现两者能够较好吻合。 
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Application of a three-dimensional yield criterion to granular flow modeling 
 

FEI Jian-bo,  JIE Yu-xin,  ZHANG Bing-yin,  FU Xu-dong 
(Sanjiangyuan Collaborative Innovation Center, State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

 

Abstract: In the Savage-Hutter (S-H) granular flow model, the earth pressure coefficient that is only related to the material property 
is chosen to describe the internal stresses of the granular flow. However, the constitutive relation of the granular flow is not given in 
this model. In this paper, an avalanche dynamic model, which can well reveal the constitutive behavior of the granular flow, is 
developed by introducing the relationship between the stress and the velocity gradient. In order to relax the assumption for lateral 
stress, the Von Mises criterion, Drucker-Prager criterion, Mohr-Coulomb criterion and Matsuoka-Nakai criterion are combined to 
yield four expressions of the generalized friction coefficient for describing the moving properties of the granular material. As one of 
the advantages of the proposed model, the internal mechanism of granular flow is clearly revealed by introducing a simplified 
constitutive relationship, and the strength parameters used in the proposed model are readily available. The strength parameters 
derived by Drucker-Prager criterion and Mohr-Coulomb criterion are also analyzed, and the relationship between the generalized 
friction coefficient and the Lode angle is deduced. It is shown that the numerical simulations of the proposed model agree well with 
the experimental results. 
Keywords: debris flow; Savage-Hutter (S-H) model; three-dimensional yield criterion; granular flow 
 

1  引  言 

滑坡、碎屑流、泥石流等是山区易发的自然灾

害，这些灾害给人们的生命和生活带来了很大的威

胁。对于具有滑动面的整体滑坡，其运动距离较短，

且滑坡体内部的变形较小，这种类型的滑坡通常可

以采用固体力学的方法计算其变形。对于另一类高

速远程滑坡（碎屑流），土体在开始阶段会迅速破坏

失稳，随后会以流体的状态滑动较长的距离。而对

于碎屑流这类问题的模拟，通常可以采用颗粒流的

方法进行研究。 
用数值计算的手段来描述颗粒流现象的方法主
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要分为两大类：一类方法是将颗粒体看成很多颗粒

的集合体，通过分析单个颗粒的受力状况，从而研

究颗粒体整体的性质，这种思路的代表方法为离散

元法（discrete element method，简称 DEM）[14]；

另一类方法是将颗粒体看成流动的连续体，并通过

引入颗粒体内部的本构关系，用流体的偏微分方程

组来描述颗粒的运动，这类方法可以称为连续理论。

在连续理论里，颗粒体的运动方程是通过对

Navier-Stokes 方程在深度方向上从自由表面到底面

积分得到的。而连续理论中不同模型的区别主要在

于本构模型和底部摩擦力表达形式的不同。 
从 20 世纪 80 年代开始，出现了很多连续体模

型。其中，溃坝和洪水演进模型，即水动力学模型，

最早被用来模拟滑坡和泥石流等的连续模型，这些

模型有 Lang[5]、Jeyapalan[6]、Takahashi[7]、O’Brien[8]、

Voight[9]、Shieh[10]等的研究。水动力模型采用类似

浅水方程的表达形式来模拟高速远程滑坡和泥石流

等问题，这实际上就是假设滑坡体的内部应力是服

从静水压力状态的。此外，水动力模型中底部摩擦

力的表达式是通过试验参数率定得到的。 
S-H 模型改进了水动力学模型内部应力过于简

化的问题，是一种更符合物理实质的模型。Savage
和 Hutter[11]认为，颗粒体在运动过程中是符合摩尔-

库仑破坏准则的，并通过引入一定的假设（① 颗粒

体不可压缩；② 颗粒流动深度较浅；③ 速度沿深度

均匀分布；④ 土条底部的摩擦力为库仑摩擦力），

得到描述颗粒流的质量和动量守恒方程。在 S-H 模

型中，通过假定滑动土体满足土的摩尔-库仑准则，

并借用土力学中土压力系数的定义，得到了主动和

被动土压力系数的表达式，即 2
act/pas 2secK   

2 2 1/ 2(1 (1 cos / cos ) ) 1   （其中， 为床面摩擦

角， 为滑坡体内摩擦角），这样便可以通过土压力

系数得到土条间的作用力。但 S-H 模型假设水平方

向的应力只与竖直方向应力和土压力系数有关，这

不能体现 da Cruz 等[12]颗粒试验中所揭示的一些性

质，如应力与应变率和速度的相关性。 
此外，在 S-H 模型建立的基础上，有些学者又

进行了一定的改进。比如，为了描述颗粒体在三维

地形上的流动，Hutter 等[13]假设横向水平应力（平

行于滑面并与主运动方向垂直的方向）的大小与主

应力大小相等，建立了颗粒体的三维运动模型。Gray
等[14]进一步改进了颗粒流的三维运动模型，使该模

型适用于模拟颗粒物质在不规则三维滑面上的运

动。另外，Bouchut 等[15]解除了 S-H 模型中要求滑

动地形平缓的限制，并且考虑了颗粒体在运动过程

中的侵蚀作用。Fernández 等[16]将模型应用到模拟

海底滑坡和海啸中去。 
但现有的颗粒流模型还存在着一定的不足。用

S-H 模型对内力进行分析的主要优点是内力表达简

单，但该方法是通过假设建立起来的，其内力的表

达形式缺乏具体的物理依据。另外，在 Savage 和

Hutter[11]提出的三维模型中，认为横向水平应力（平

行于滑面并与主运动方向垂直的方向）的大小与主

应力大小相等，该假设的前提是这个方向的速度和

速度的变化率相对于主运动方向的速度和速度变化

率都很小，这就限制了模型模拟复杂地形情况的颗

粒体运动。针对这一问题，Pudasaini 和 Hutter[17]虽

然在 S-H模型基础上提出了一种模拟弯曲沟槽的颗

粒流运动模型，但在该模型中横向应力的假设依然

存在，并且该计算方法比较繁琐，实际操作较困难。 
与此同时，在颗粒物质作用机制的基础研究领

域也有很多学者做出了贡献。Jop 等[18]基于颗粒物

质的剪切试验，提出了一种颗粒流的本构关系模型，

认为颗粒物质在流动中的应力 ij 应满足如下关系： 

( , )
ij ij ij

ij ij

P

P

  

   

  


  
            （1） 

式中： 0.5
s( , ) ( ) / /( / )P I P I d P        ， ， ( )I

为 friction coefficient，我们在本文中将其称作“广

义摩擦系数”，d 为颗粒直径， s 为颗粒体的密度；

ij 为狄拉克  函数；P 为颗粒所受的压力；

ij  / /i j j iu x u x     为应变速率矢量，其绝对值

定义为 0.5(0.5 )ij ij     。 
广义摩擦系数 ( )I 可以通过颗粒体的平板快

速剪切试验得到经验公式，即 

s 2 s 0( ) ( ) /( / 1)I I I            （2） 

式中： s 和 2 分别为摩擦系数的临界值（critiacal 
value）和界限值（limiting value）；I 为无量纲化的

惯性数； 0I 为试验参数。 
尽管 Jop 等[18]建立的模型能很好反映颗粒流的

本构关系，但其中一些参数的测定过于复杂，难以

直接运用到自然碎屑流的数值模拟中。此外，该模

型中的摩擦系数的表达式是基于均一粒径颗粒物质

试验的基础上得到，其是否适用于复杂组成颗粒物

质不得而知。 
本文将土的三维破坏准则引入到颗粒流本构模

型中，这样既能将难以测定的物理参数转化为简单

易知的材料强度参数，又能把模型的适用范围从只
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能模拟由单一粒径颗粒体组成的颗粒体的运动，扩

展到模拟有着更为复杂组成的碎屑流中，进而可以

建立一个便于数值实现的简化模型。 

2  基于本构方程的颗粒运动方程 

本节主要介绍运用颗粒本构关系建立颗粒流控

制方程的过程。当土坡失稳后会在重力作用下沿着

坡面向下滑动，取紧靠坡面的单元为研究对象，如

图 1 所示。假设单元体竖向的速度梯度很小，进而

忽略较小的应力，可以研究单元余下的应力，如图 2
所示。图中， xz 和 yz 分别为单元底部摩擦应力在

两个方向的分量。 
 

 

图 1  土坡失稳后滑动及研究单元示意图 
Fig.1  Schematic of the post-failure slope  

and the studied element 
 

 

图 2  基本单元的应力分析图 
Fig.2  Stress analysis for the elementary element 

 
从 Jop 等[18]建立的本构关系可知，单元体沿着

x 轴和 y 轴方向的正应力与这个方向的应变速率、

法向应力和应变速率的第二不变量有关。参考 Jop
等的工作，可以给出单元应力的表达式为 

zz

xx xx

yy yy

p P
Pp P

Pp P

 


 


 


  



  








          

（3）

 

式中： cosP gh  ， 为颗粒流的密度，g 为重力

加速度，h 为颗粒流的深度， 为坡面倾角； xx 、

yy 分别为 x 和 y 方向的应变速率；    
2 20.5[( ) ( ) ]xx yy   ，  中忽略了颗粒流的剪应变。 

将以上本构关系代入Navier-Stokes方程并在深

度方向上进行积分，舍掉较小的二阶项，就可以得

到相应的控制方程如下： 
质量守恒方程为 

           ( ) ( ) 0h hu hv
t x y

  
  

  
        （4） 

x 和 y 方向上的动量守恒方程为 
2

b

( ) ( ) ( ) sin

sgn( ) cosx

hu hu hu v gh
t x y
u gh



 

  
   

  


 

cos

u
h hxgh
x x

 


 
   
   

 


                    （5） 

2

b

( ) ( ) ( ) sin

sgn( ) cosy

hv hv hu v gh
t y x
v gh



 

  
   

  


 cos

v
h hygh
y y

 


 
   
  

 
 



                   

（6） 

式中：u 和 v 分别为颗粒流在两个方向上的速度分

量； bx 和 by 分别为颗粒流在 x 和 y 方向上的床面

摩擦系数。 

3  广义摩擦系数的确定 

在求解控制式（4）～（6）中，涉及的关键参

数之一为广义摩擦系数 ，在本节将探讨广义摩擦

系数的确定方法。 
颗粒物质的流动可以分为准静态流动和动态流

动，区分这两类流动形式的标准是颗粒之间的碰撞

应力和摩擦应力的相对大小。Iverson 等[19]引入了

Savage 数来描述碰撞应力和摩擦应力之间的比值，

并认为当 Savage 数小于 0.1 时其流动即为准静态流

动。而自然界中大多数的颗粒物质的流动是准静态

流[7]，即我们可以认为在自然碎屑流运动中，摩擦

作用占主要作用。此外，对于现有的颗粒物质流动

模型，如 Savage[11]、Iverson[19]、Frenette[20]等都认

为，颗粒物质在运动过程中的内部应力满足屈服准

x

xxp

yyp y

zzp
z

zy

zx
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则。 而宾汉流理论认为，只有当材料内部的应力达

到屈服应力时才会表现出流动性质。 
因此，可以通过引入土的三维破坏准则，得到

广义摩擦系数 的表达形式。下面就分别引入 Von 
Mises、Drucker-Prager、Mohr-Coulomb、Matsuoka- 
Nakai 4 种土的三维破坏准则进行讨论。 
3.1  Von Mises 准则 

Von Mises 准则是一种以八面体应力判断破坏

的理论[21]。其偏应力不变量的表达式为 
2

2 mJ k                （7） 

式中： mk 为强度参数。 
将第二偏应力不变量 2J 的表达式代入式（7），

并展开可以得广义摩擦系数的表达式为 
   

22
m 2 2

2 2 2

2 ( )xz yz
xx yy

k
P


  

 

 
    

  



 
 

2 2
m b

2

k
P


                 （8） 

式中： b 为床面摩擦应力。 
3.2  Drucker-Prager 准则 

相比于 Von Mises 准则，Drucker-Prager 准则能

够反映平均主应力对抗剪强度的影响，该准则用偏

应力不变量可以表示为 

2 m 1 m 0J I k            （9） 

式中： m 为强度参数。 
假设颗粒流底部摩擦为库仑型摩擦，令床面摩

擦系数为 b / P  ，于是可以得到如下关系： 

2
m2 2

m 2

2 6 ( )1
2

xx yy xx yy    
  



  
    
 
 

   


 

2 2
m b9 0                        （10） 

令 

2
2

( 2 2)
2

2
1 ( 1 1)

xx yy

xx yy

A A

C A C

 



 




 

   

 



 



≤ ≤ ，

≤ ≤ ，

 

m1/B  ，求解式（10），可以得到 

2 2 2 2 2
b

2 2

6 36 2(9 )(2 )
2

A A B A B
A B




    



 （11） 

为了进一步研究广义摩擦系数的变化规律，取

两组材料参数进行比较分析。在第 1 组参数里，令

床面摩擦系数为内摩擦角 正切 的 2/3 ， 即

b 2/3tan  ，则第 1 组参数为：  10°， b   
0.12；  20°， b  0.24；  30°， b  0.38；   
45°， b  0.67。在第 2 组参数里，令床面摩擦系

数为一固定值（ b  0.12），而内摩擦角分别取

  10°、20°、30°、45°。 
图 3 为 A 与 广 义 摩 擦 系 数  之 间 的 

关系曲线。从图中可以看出：① 广义摩擦系数与 A
存在着正相关的关系，并且在 A 值相同的条件下，

内摩擦角越大，广义摩擦系数越大；② 当 2A   ，

即 0xx yy    时，广义摩擦系数取最小值；当

2A  ，即 0xx yy    时，广义摩擦系数取最大

值；③ 通过对比图 3(a)和图 3(b)可知，对于同一种

材料（内摩擦角相等），床面摩擦系数越大，广义摩

擦系数就越小。 
 

 

(a) b 2 / 3tan   

 
(b) b 0.12   

图 3  广义摩擦系数与 A 的关系曲线(Drucker-Prager 准则) 
Fig.3  Relationships between the generalized frictional 

coefficient and A (Drucker-Prager criterion) 
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为了能更好地表示变量的物理意义，对 A 做如

下变换： 

 2 2

1
1 tan

0.5 1 tan
0.5 1

yy

xx

yy

xx

A


 







 
   
   
   









  （12） 

定义 tan yy

xx









，于是可以定义“角 ”与广 

义摩擦系数之间的关系，见图 4。从图中可以看出，

当  45°，即 0xx yy    时，广义摩擦系数取最

大值。当  45°时，广义摩擦系数与 为正相关

关系；当  45°时，广义摩擦系数与 为负相关

关系。并且在 值相同的条件下，内摩擦角越大，

广义摩擦系数越大。当   90°，即 0xx yy   

时，广义摩擦系数取最小值。 
 
 

 

(a) b 2 / 3tan   

 
(b) b 0.12   

图 4  广义摩擦系数与 的关系曲线(Drucker-Prager 准则) 
Fig.4  Relationships between the generalized frictional 

coefficient and (Drucker-Prager criterion) 

3.3  Mohr-Coulomb 准则 

在三维 S-H 颗粒流模型中，土压力系数是通过

对 Mohr-Coulomb 准则进行二维应力分析得到的。

在这里采用 Mohr-Coulomb 准则进行三维应力分

析。Mohr-Coulomb 的表达式为 

1
2

1sin sin sin cos cos 0
3 3 L L
I J c     

    
 

 

（13） 
式中：c 为黏聚力； 为内摩擦角； L 为应力洛德

角。将主应力不变量和偏应力不变量表达式代入式

（13），又由 0c  ，可得 
2

2 2 2
b2

2 6( )
1 9 0

2
xx yy xx yyB B
   

  


  
      

 
 

   



（14） 

式中：
3cos

3 sin
sin

L
LB 




   。 

进 而 ， 令 ( 2 2)
2

xx yyA A
 




 
 


≤ ≤ ，

2

2
( 1 1)xx yyC C

 


 

 


≤ ≤ ，可以得到一元二次式

（14）的解为 

2 2 2 2 2
b

2 2

6 36 2(9 )(2 )
2

A A B A B
A B




     



（15） 

同 3.2 节分析，为了研究广义摩擦系数 的性 

质与规律，令 b
2 tan
3

  即：  10°， b  0.12； 

  20°， b  0.24；  30°， b  0.38；  45°， 

b  0.67。于是可以得到
2

xx yyA
 





 


、应力洛德角 

与广义摩擦系数 之间关系的函数曲面（见图 5）。 
从图 5 可以分析得到以下结论：① 广义摩擦系

数  与材料内摩擦角存在正相关关系；② 对于应力

洛德角确定的情况下，广义摩擦系数随着 A 的增大

而增大；③ 当 A 取最大值 2 ，且应力洛德角取最

小值30°时，广义摩擦系数取值最大值；④ 对于内

摩擦角分别为  10°、20°、30°、45°的颗粒材

料，为了使广义摩擦系数取最小值，A 应该取最小

值 2 ，且相应的应力洛德角应分别取 L  6°、

12°、17°、30°。即使广义摩擦系数取最小值的应

力洛德角，它随着颗粒材料内摩擦角的增大而增大。 
同 3.2 节的分析，同样可以得到 、应力洛德

角与广义摩擦系数之间的关系（见图 6）。从图中可

以看出，对于应力洛德角确定的情况下，当 
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(a) b10 , 0.12  °                                                 (b) b20 , 0.24  °  

         
(c) b30 , 0.38  °                                                 (d) b45 , 0.67  °  

图 5  广义摩擦系数与 A 和洛德角的关系曲面(Mohr-Coulomb 准则) 
Fig.5  Relationships among the generalized friction coefficient, A and Lode angle(Mohr-Coulomb criterion) 

 

          

(a) b10 , 0.12  °                                                    (b) b20 , 0.24  °  

         

(c) b30 , 0.38  °                                             (d) b45 , 0.67  °  

图 6  广义摩擦系数与 和洛德角的关系曲面(Mohr-Coulomb 准则) 
Fig.6  Relationships among the generalized friction coefficient,   and Lode angle (Mohr-Coulomb criterion) 
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  45°，即 0xx yy    时，广义摩擦系数取最大

值。当  45°时，广义摩擦系数跟 存在着正相

关关系；当  45°时，广义摩擦系数与 存在着

负相关关系。 
3.4  Matsuoka-Nakai 准则 

Matsuoka-Nakai[22]破坏准则是基于砂土试验建

立起来的破坏准则。由于砂土更接近于颗粒物质的

特征，故用此准则来描述颗粒体破坏会更加真实。

其表达式用主应力不变量可以表示为 

1 2

3

I I k
I

              （16） 

式中：k 为表征土体强度的物理量。 
参照以上各节的分析，假设颗粒流底部摩擦为

库仑型摩擦，则床面摩擦系数 b / P  。因此，将

3 个不变量的表达式代入式（16），可以得到如下关

系： 
3 2 2

2 2 2

2 2 2
b b b

22 2 2
b b b

[ ]

[2 2 (7 ) ]

[(9 ) (9

) ] (9 3 ) 0

xx yy yy xx

xx yy xx yy

xx

yy

k

k k k

k k k

    

     

    

    

 

   

      

    

   

    



 

 （17） 

由于式（17）为三次方程，难以得到简洁形式

的方程的解。在数值计算中，需要添加专门的模块

对广义摩擦系数的值进行求解。 
3.5  土的破坏准则在颗粒流模型中应用的优缺点 

在土的 4 种破坏准则中，Von Mises 准则没有反

映平均主应力对土抗剪强度的影响，在土力学问题

中通常用于描述饱和土的不排水强度。因此，对于

含水率较高的土体的崩塌与滑动，可以采用 Von 
Mises 准则。另外，Von Mises 准则在主应力空间中

是一个圆柱面，不存在突出的角点，故在用 Von 
Mises 准则推导广义摩擦系数时，其最终表达式不

存在速度的梯度项，这有利于数值计算的精度和稳

定性。 
Drucker-Prager 准则反映了平均主应力对土体

抗剪强度的影响，其在主应力空间中是一个光滑的

正圆锥体面，在用 Drucker-Prager 准则作为屈服准

则推导广义摩擦系数时，表达式的形式较为简单，

数值计算的稳定性和精度也较高。 
Mohr-Coulomb 准则描述了破坏面上剪应力与

正应力之间的关系，能很好地体现土体作为散体材

料的基本力学特征。但 Mohr-Coulomb 准则不能反

映中主应力对屈服和破坏的影响。另外，

Mohr-Coulomb 准则的屈服面以及其在 平面上的

轨迹有导数不连续的角点，这会给数值计算带来一

定的问题。 
Matsuoka-Nakai 准则认为，3 个主应力不变量

对土的抗剪强度都有影响，因此，能较好地描述砂

土的破坏特性。但在用 Matsuoka-Nakai 准则作为破

坏准则求解广义摩擦系数时，最后需要解一个含有

速度三阶梯度项的一元三次方程，需要添加专门的

模块对方程进行求解。而在求解方程的过程中可能

会出现一元三次方程无解的情况，会给数值计算带

来一定的麻烦。 

4  模型验证 

采用文献[14] 中的试验对模型进行验证，其中

的广义摩擦系数通过 Drucker-Prager 准则来确定。

由于试验材料是  40°的无黏性砂土，为了得到

Drucker-Prager  准则的强度参数 αm，采用将

Mohr-Coulomb准则与Drucker-Prager 准则在主应力

空间进行拟合的方法。当采用外接拟合的方 
法，可以得到其表达式为 

 m
2sin 0.315

3 3 sin





 


      （18） 

对于模型中的床面摩擦系数 b ，引入文献[23]
中的相关公式： 

s 2
b s

0

1
dh gh
uL

 
 




 



        （19） 

式中：u 为颗粒流速度；L0、 、 s 、 2u 为试验参

数，根据文献[17]，物理参数的取值分别为 0 /L d   
2.03， 0.65  ， s  0.49、 2u  0.57。 

图 7 给出了本文建议模型的模拟结果，此外为

了进行对比，该图中也给出了用 S-H 模型的模拟和

试验结果。其中，X 轴代表颗粒体沿坡面的滑动距

离，Y 轴代表颗粒体的横向扩展范围。通过对比本

文提出模型的模拟和试验结果可知，模拟和试验结

果在 1.00 s 之前拟合得较好，但随后模拟的流动慢

于试验结果。颗粒流在试验中于 1.79 s 后静止，但

数值模拟的流动直到 1.85 s 以后才会静止。从总体

上讲，与 S-H 模型模拟的结果相比，本文提出的模

型能更好地反映试验现象。 
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(a) 0.00 st   

 
(b) 0.51 st   

 
(c) 1.00 st   

 
(d) 1.51 st   

 
(e) 1.79 st   

图 7  本文建议模型、S-H 模型的模拟结果与 
试验结果的对比图 

Fig.7  Comparison between numerical simulations and 
experimental results 

 

5  结论与讨论 

为了解除三维 S-H 模型中关于横向应力的假

设，本文提出了一种基于土的三维破坏准则的颗粒

流模型。模型的主要优势是通过引入颗粒流的本构

关系，能较好地体现颗粒流体在运动中的内在机制。

另外，本文引入了 Von Mises、Drucker-Prager、Mohr- 
Coulomb、Matsuoka-Nakai 4 种土的破坏准则，得到

了广义摩擦系数的 4 种表达形式。这样，在 Jop 等[18]

本构模型中难以测定的物理参数，在本文所提的模

型中就转化成了简单易得的材料强度参数。从而可

以较容易地实现对具有复杂构成的颗粒体运动的数

值模拟。算例计算表明，本文所建议的模型有较好

地预测能力。 
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